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Resume. — L'objet de cette note est de donner une demonstration directe du fait que si 
Ton applique le foncteur de Colmez a une Fp-representation irreductible de dimension deux 
de Gal(Qp/Qp), alors on trouve la restriction au sous-groupe de Borel de GL2(Qp) d'une 
representation supersinguliere. 

Abstract (Supersingular representations of GL2(Qp) and ((^, r)-modules) 

The purpose of this note is to give a direct proof of the fact that if one applies Colmez' 
functor to a two dimensional irreducible Fp-representation of Gal(Qp/Qp), one gets the 
restriction to the Borel subgroup of GL2(Qp) of a supersingular representation. 



Introduction et notations 

Cette note s'inscrit dans le cadre de la correspondance de Langlands p-adique et est un 
complement a [BerOSj . L'objet de ce dernier article est de demontrer la compatibilite a 
la reduction modulo p de la « correspondance de Langlands p-adique » definie par Breuil, 
en utilisant la realisation decouverte par Colmez de cette correspondance via les F)- 
modules. La demonstration donnee dans |Ber05] est directe pour les representations 
galoisiennes qui sont somme de deux caracteres (quand la representation cote GL2 est 
une somme directe de deux induites paraboliques), mais utilise un chemin assez detourne 
dans le cas d'une representation galoisienne irreductible (quand la representation cote 
GL2 est une supersinguliere). L'objet de cette note est de donner une demonstration 
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directe dans ce dernier cas. Remarquons qu'un sous-produit des calculs de |Ber05j est 
le fait que les restrictions au Borel des supersingulieres restent irreductibles. Depuis, 
Paskunas a donne dans |Pas06] une demonstration directe de ce fait et dans cette note, 
nous utilisons de maniere essentielle le resultat de Paskiinas. Pour garder a I'introduction 
une longueur raisonnable, et comme cette note fait directement suite a |Ber05j . nous 
renvoyons a ce dernier article pour les notations utilisees dans I'enonce de notre resultat 
principal : 

Theoreme A. — r G {0, . . . ,p — 1} et si x ^st un caractere de Qp , alors on a un 
isomorphisme de representations de B2(Qp) / ( lim ^ D'*(p(r, x)))* — ^(^)0,x)- 

Signalons que ce theoreme suit aussi des constructions tres generales de Colmez dans 
|Col07b] oil il est redemontre mais que la demonstration de Colmez consiste a construire 
I'inverse du foncteur W i— > lim ^ D**(iy) et a I'appliquer a 7r(r, 0,x) ce qui est a priori 
assez different de nos calculs. 

Enfin, le lecteur que cela interesse pourra appliquer les methodes de cette note au cas 
des representations galoisiennes de dimension 2 qui sont sommes de deux caracteres et 
retrouver la correspondance avec les sommes de 7r(r, A, x), ce qui consiste a redemontrer 
la correspondance dans ce cas-la en ne passant plus par les induites paraboliques et done 
en evitant I'utilisation de la projection stereographique. 

Rappelons a present certaines des notations qui sont utilisees dans cette note. La 
lettre k designe une extension finie de Fp qui est le corps des coefficients de toutes les 
representations que I'on considere. On note u le caractere cyclotomique modulo p et fi\ 
le caractere non-ramifie de Qc^^ qui envoie le frobenius arithmetique sur A~^. Si W est 
une representation fc-lineaire de ^q^, on note D(iy) le {ip, r)-module sur k([X)) associe a 
W par Fontaine dans |Fon90] et D^(iy) le fc|X]-reseau de D(W^) construit par Colmez 
dans [Colo 7a] . On note G pour GL2(Qp) et B pour B2(Qp) et K pour GL2(Zp) et Z 
pour le centre de G. On note to et fxx les caracteres de definis par uj(a) = ap~™'*^") et 

1. Quelques r)-moduIes en caracteristique p 

Si n est un entier ^ 1, alors on note Un le caractere fondamental de Serre de niveau 
n qui pent etre defini de la maniere suivante : on choisit vr^ G Qp tel que vr^"^^ = —p 
et si g E Xq^, alors on pose iOn{g) = g{'^n)/'^n £ Fp ; cette definition ne depend pas du 
choix de 7r„ et montre que Un s'etend a Qq^„ . Certains auteurs prennent plutot pour 7r„ 
une racine de vr^"^^ = cela ne change pas t^njjqp mais notre definition a I'avantage que 
pour n = 1, on a = a; sur Qq^ tout entier. 
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Afin de decrire les (y?, r)-modules associes aux representations irreductibles en ca- 
racteristique p, nous devons donner une construction « en caracteristique p » de Un- Pour 
cela, nous utilisons le corps E (defini dans |Fon90] ) qui intervient dans la construction 
des {ip, r)-modules. C'est un corps algebriquement clos muni d'une action de Qq^ et qui 
contient Fp((X)) ; en particulier, il existe y G E tel que = X. On pose 

fg{X) = uj{g)X / g{X) pour g G ^Qj, ; cette serie ne depend que de I'image de g dans V. 
Comme fg{X) G 1 + XFp|X] I'expression fg{X) a bien un sens si s G Zp. 

Lemme 1.1. — Si g E 6?q^„ dors giY) = Yu:l{g)fg^'{X). 

Demonstration. — Rappelons que Felement X G E+ = limOcp vaut 1 — e o\xe = {Cp^)j^o 
et oil {Cpi}j^o est une suite compatible. Si j ^ 1, choisissons 7r„j G Oc^ tel que : 



Si 5- G ^Q^„, alors g{Cp:> - 1) = ^{9){Cp^ - l)/7^(Cpj - 1) et done il existe ujnjig) e Fj 
tel que : 



p-1 



,^ ----- „ , / ' 



Oil [■] denote le relevement de Teichmiiller. L'application qui a g associe Unj{g) est un 
caractere de Qq^^ qui ne depend pas du choix de 7r„ De plus on a : 

■(g+i - ir = (Cp. - 1) ■ (1 + o{p)) si J ^ 1 
(Cp-ir^ = -p-(i+o(Cp-i)) 

ce qui fait que ^^nj+i — ^n,j si j ^ 1 et u;„ i = c<j„. On en deduit aussi que Ton pent clioisir 
les Tinj de telle maniere que '^n,j+i/''^n,j G H-triCp. Si Ton ecrit Y = (y^*-*) G lim Oc„, alors 
on a y'^'-' = lim^^ 

+oo'^n,i+j puisque les 7r„j sont compatibles en ce sens que '^nj+i/'^nj ^ 
1 + iTiCp ce qui fait que si g E Qq^u , alors : 

^ = ■ .lim - 1))^^^ 

p-1 _ 

et done que Ton a bien g{Y) = Yuol{g)fg (X) dans E. □ 

On se donne a present 1 ^ /i ^ — 2 et on suppose qu'il n'existe pas d'entier r 
divisant n tel que h est un multiple de (p" — l)/{p^ — 1). Cela revient a dire que si Ton 
ecrit h = h^hi . . . hn-i en base p, alors l'application i ^ hi Z/nZ dans {0, . . . ,p — 1} 
n'admet pas de periode plus petite que n. Dans ce cas, les caracteres 07^,0;^^, . . . ,0;^" 
de sont deux-a-deux distincts et il existe une unique representation irreductible de 
Gcip Que Ton note ind(co'^), dont le determinant est uj^ et dont la restriction a Xq^ est 
® ^'n' © ■ ■ ■ © i^n" ■ Toutc representation irreductible de dimension n de Qq^ est 
isomorphe a ind(co'^) ® x pour un entier 1 ^ ^ — 2 et un caractere x '■ Gq,p ~^ ■ 
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Proposition 1.2. — Le {(f,r) -module D(md(to'^)) est defini sur Fp((X)) et admet une 
base eo,...,e„_i dans laquelle dans laquelle 7(ej) = f^(X)^P^^P^^^^'^P"^^^ej si 'j E T et 
(f{ej) = ej+i pour ^ j ^ n - 2 et v?(e„_i) = {-l)''-^X-''^P-^ko. 

Demonstration. — Soit W la representation associee au [if, r)-module decrit dans la 
proposition. Si Ton pose / = X^e^ A ... A e„_i, alors on a f{f) = / et 7(/) = uj{;^Yf ce 
qui fait que le determinant de W est bien uj^ et il suffit done de montrer que la restriction 
de (g)Fp W a Jq^ se decompose en uj^ ® ujf^ ® ■ ■ ■ ® ujP"~^^. 

Si Ton decompose F^n E en nfc=o I'application x®y^ {a^{x)y) oii a est le 

frobenius de Fpn, alors pour (a;o, • • • , G 11^=0 ^ formules : 



si G ^Qp„ (mais pas si g E ^q^)- On choisit a G E tel que a^" ^ = (— 1)" ^ et on pose : 



vo = {aY\ 0, . . . , 0) ■ eo + (0, a^Y^^ . . . , 0) ■ ei + ■ ■ ■ (0, . . . , 0, a^"" V^""^) ■ e„_i 
t;i = (0, ar^ . . . , 0) ■ eo + (0, 0, . . . , 0) ■ ei + ■ ■ ■ (a^'"" 0, . . . , 0) ■ e„_i 

= (0, . . . , 0, ay'^) ■ eo + (a^F^", 0, . . . , 0) ■ ei + ■ ■ ■ (0, . . . , 0, a^'"" 0) ■ e„_i 



On verifie que les vecteurs t>o, . . . , forment une base de Fpn (g)p^ (E ®Fp((x)) D(iy)). 
Les formules qui donnent Faction de ip impliquent que ^{vj) = vj ce qui fait que Vj G 
Fpn ®Fp W. Enfin, les formules qui donnent Taction de F et le lemme [TTT] impliquent que 



On fixe a present r G {0, ... ,p — 1} et x = '^'^/^a un caractere de et on pose 
W = p{r, x) = ®X- On salt que toute ^-representation de dimension 2 de Qq^ 

est isomorphe a une telle representation. Comme corollaire immediat de la proposition 
II. 2[ on trouve le resultat suivant. 

Proposition 2.1. — Le {(p.,T) -module J^iW) admet une base e, f dans laquelle : 



g{{xo, . . . , Xn-l)) = (gixo), g{Xn-l)), 



)) 




Vj ce qui acheve la demonstration. 



□ 



2. Representations irreductibles de dimension 2 




Corollaire 2.2. 



L'action de I'operateur ip sur D{W) est donnee par : 
^{ae + 13 f) = ^{(3)\-^e - ^P{X^''^'^^P-'^a)X-' f. 
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Demonstration. — On a 'i/'(ae + /?/) = ip{—aX^'^~^^^^'P ^^{f) + p\ ^V^(e)) et le corol- 
laire suit alors du fait que ip{aip{h)) = ip{a)h. □ 

Proposition 2.3. — Le treillis de Colmez D'^(W) est donne par : 

D\W) = klXj-e®X'klXj- f. 

Demonstration. — La definition de D" est donnee dans le §2.4 de |Col07a] . c'est le plus 
grand A;|X]-reseau de D qui est stable par ip et sur lequel est surjectif. Par ailleurs, 
le lemme 1.1.2 de |Ber05j montre que dans notre cas, D''(iy) est le seul /i;|X]-reseau 
de D qui est stable par ip et sur lequel ip est surjectif et il suffit done de verifier que 
M = klXje © X'"A;|X]/ a ces deux proprietes. Le corollaire 12.21 nous donne la formule : 

iP{ae + pX'f) = tP{(3X'-)X-^e - ij{aX^-^-')X-^X'' f 

ce qui fait que M est stable par ^z^. Si ^ t ^ p — 1, alors ip{^^) = et I'application 

/(X) I— i> ip{X^ f{X)) de klXj klXj est done surjective. Comme r et p — 1 — r sont 
compris entre et p — 1, I'application tp est bien surjective sur M et done D''(iy) = 
fc|X]e©X^fc|X]/. □ 



3. Construction de representations du Borel 

On conserve W = p{r, x) = i^^(^i^2^^)) © X et on pose comme dans [BerOSj : 
limD''(iy) = {y = {yo, yi, ■ ■ •) avec yi e D\W) tels que ipiyi+i) = yi pour tout i ^ 0}, 

que I'on munit de Paction de B donnee par les formules suivantes : 

x) " 

((o a) * ^) " 7a e r est tel que Xcyci(7a) = a ; 

((o l)*"^) =V^'((l + ^r'^''W, Pourz + j^-val(z). 

On pose ensuite VL{W) = ( lim ^ D^(iy))* ce qui fait de Q{W) une representation lisse de 
B dont le caractere central est uj^x^- Rappelons que par la proposition 1.2.2 de |Ber05j . 
la representation Q(W) est irreductible. Si y = {yo,yi, . . .), alors par la proposition 12.31 
on pent ecrire yi = aie + PiX^ f et on appelle 9 G Q{W) la forme lineaire qui a y associe 
0{y) = «o(0). 

Lemme 3.1. — Si {'^''^) e B nKZ, alors (« ^) = x{ad)uj'{a)9. 
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Demonstration. — On a : 







a-y 1^0 ad~' I 

= {uj'x'){a)uj'{a-'d)eiy) 
= ^''ia)xiad)e{y), 

puisque fix{o,) = fix{d) comme (q^) G B Pi KZ ce qui fait que = x{d)Lj'^{ad^^). □ 

Si V est une representation de B fl KZ, on note indgpiKZ^ I'induite a support comapct 
et on note [b,v] (comme dans |BL94] et |Bre03a] ) I'element de indg^j^^^ defini par 
[b, v] (g) = gb ■ V si gb E B n KZ et [b, v] (g) = sinon. On deduit du lemme ci-dessus un 
morphisme B fl KZ-equivariant de la representation [uj^ (S> 1) (S> (x ° det) vers Q{W) et par 
reciprocite de Frobenius, on en deduit I'existence d'un morphisme : 

Tiw : ind^nKzl^' ® 1) ® (x o det) ^ n{W), 
determine par 7rvi/([l, v,,]) = 9 oh. Vr est une base de {u^ 1) (S> (x ° det). 

Proposition 3.2. — Soit J = {jo, ■ ■ ■ , jp-i} un ensemble d'elements de Zp tels que 
ji = i mod p pour tout i. 

(1) Sir = 0, dors 7r^( ( J " ) [1, Vo] + E.gj Hi) [1> ^o]) = ; 

(2) SI r ^ 1, alors '^w{Yl,j(ij{~jY (o i) [^I'^A) = pour tout A; G {0, . . . , r - 1} ; 

(3) si r 1 et si Xq, . . . , Xp-i sont tels que Yll=o ^^-^^ ~ ^ pour tout ^ i ^ r — 1, 
alors TT^iEVo >^^nh Vr] + ECo A. ( ^ 1 ) ( ) EjeA-jy {l{)[l,vr])=0. 

Demonstration. — Pour montrer le (1), il faut verifier que : 

-1^ 




-JP 



^y\=0 



quel que soit y E lim ^ D'*(iy). En utilisant le fait que : 

p-i _jp-i^ _ fp-i \ A o\ A -J 
p-^j \0 pj [o 1 

et les formules donnant Taction de B sur y G lim ^ D^(W^), on se ramene a montrer que : 



9(^ij-\y) + \'Y,m + Xry?j =0. 



Le fait que 9{{1 + X)''z) = 9{z) si G Zp et z G lim^ D^*(iy) montre que la valeur de 
9{'ip~'^{y) + J2jej'^i.i^~^-^)'''y)) inchangee si Ton remplace J par un autre systeme 
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de representants de Fp dans Zp et on choisit J ~ {0, —1, . . . , — (p — 1)}. Comme on a alors 
^jgj(l + X)~^ — XP~^, on s'est ramene a montrer que 9{ip~^{y) + A^'0(XP~^y)) = 0. 
En ecrivant yi = aie + X^f3if et en posant y = il)[ip~^[y)), on trouve que d{ip~^{y) + 
\^il){X'^^^y)) = ai(0) — ■?/'(X*'~^'0(X^~^q;i))(O) et c'est un petit exercice de verifier que 
V'(Xf-iV(^^-'«i))(0) = ai(0). 

Pour montrer le (2), il faut verifier que : 

pour tout k G {0, ... ,r — 1}, et comme pour le cas r = 0, on se ramene a montrer 
que + XY^y)) = 0. Comme ci-dessus, la valeur de cette expression ne 

depend du choix de J et on prend J = {0, —1, . . . , — (p— 1)}. En ecrivant |/o = ao^+^^'^/^o/, 
on se ramene a montrer que la serie il){X^f3o X^^Iq J'^i^ + ^Y) ^st nuUe en 0. Le coefficient 
de X* dans ^^Ioi^(l + Xy est ^^Ig j'^(t) et cette somme est nuUe (dans Fp) tant que 
k + t ^ p — 1 (encore un exercice) ce qui fait que X^'Pq Yl^=o^''i^ + -^Y divisible par 
XPsik^r-1. 

Pour montrer le (3), il faut verifier que : 

\i=o j^j i=o ^ / \ \ / J 

et comme ci-dessus, on se ramene a montrer que Q{z) — oii : 

1=0 \j&J \j=o 

Le premier terme non nul de la serie X]jej(~i)'"(l + X)~^ est — X^"^^*"/ {p —1 — r)\ et le 
fait que I'on a X]r=o ^^-^^ ~ ^ pour tout ^ £ ^ r — 1 implique que tous les termes de la 
serie Xlf=o^ •^iO- + -^)"* sont nuls jusqu'a X*" dont le coefficient vaut (— l)'^(X]r=o ^^-^j)/''"'- 
Le theoreme de Wilson implique que r\ ■ {p — 1 — r)\ = (—1)'""'"^ dans Fp et un calcul 
semblable a cclui du (1) montre que si I'on ecrit y = ae + (3X^f, alors le coefficient de 
e dans z est ^i^^'i^ " ij{{XP-^ + 0{XP))i){{XP-^ + 0{XP))a))) qui est bien nul en 

X = 0. □ 




4. Demonstration de I'isomorphisme 

Ce § est consacre a la demonstration du theoreme A de I'introduction. Rappelons que 
Sym^A;^ est I'ensemble des polynomes homogenes en x et y de degre r a coefficients dans 
k muni de Taction de K donnee par ( " ^) P{x, y) = P{ax + cy, bx + dy) et qu'on etend 
Paction de K a KZ en decidant que ( q p) P{x, y) = P{x, y). Afin de montrer le theoreme 
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A de rintroduction, il reste a faire le lien entre les representations indg^j^gl^*^ ® 1) et 
ind^2Syni''fc^. Rappelons a cet effet que Ton dispose de la decomposition d'lwasawa G = 
BK qui a pour consequence que si V est une representation de KZ, alors I'application 
« restriction a B » de ind^z^ vers indln^z^ ^st un isomorphisme. 

Par ailleurs, la representation ^ 1 est une sous-B-representation de Sym^k'^ (elle se 
realise sur I'espace engendre par x*") et on en deduit une application indg^j^g'^'^ ® 1 — 
indlpiKz^y^^'^^^- Rappelons que T designe I'operateur de Hecke defini dans |BL95] et 
|BL94] . 

Proposition 4-1- — La representation (indlpij^gl)/^ ^■^^ irreductible et si r ^ 1, alors 
I'application : 

r(ind^nKz WA;^) n ind^nKz(^^ ® 1) ^ r(indinKzSym'^P) 
est un isomorphisme et les deux representations sont irreductihles. 

Demonstration. — Le fait que (indln^zl)/^ ^t (indgpiK^Sy^^^^)/^ sont irreductihles 
fait I'objet du (i) du tlieoreme 1.1 de |Pas06] etant donne I'isomorpliisme entre 
ind^2Syni''fc^ et indgnKz^y^^^^ rappele ci-dessus. Quand r ^ 1, I'application donnee 
est injective par construction et son image est une sous-representation non-triviale de 
(indBpiKz^ym^^^)/^- Cette representation etant irreductible, I'application ci-dessus est 
bien un isomorphisme. □ 

Rappelons que des formules donnant Taction de T sur indlpj^gSym'^/i:^ se trouvent dans 
le §2.2 de [Bre03bj . On a notamment : 



r([i,x'-V]) 



si^^r-l 

(^^)[i,i/1 + E,..(Si)[i,(-j: 



''x'" si i = r 



Lemme 4-2. — Si r ^ 1, alors T {md^^j^^Sym^ k"^) fl indln^zl^'' ® 1) engendre par 
les translates sous Faction de B des vecteurs : 

rT([l,a;^-V]) 2)ourO ^ i ^ r- 1, 

\^(Er=o H{1 ) , 2/1) ou ^'A. = pour tout ^ £ ^ r - 1. 

Demonstration. — La formule ([1]) ci-dessus implique que T([l, x'^~^y^]) G 'md^^^,2^{uj''^' ^1) 
et done de meme pour les translates de ces vecteurs. II reste done a determiner quand 
est-ce qu'un vecteur du type T{^j[bj, Xjy^']) appartient a indgpiKg ('^'^ ® Pour cela, 
soit A = {anP^"' + ■ ■ ■ + dip^^ ou ^ ^ p — 1} ce qui fait que A est un systeme de 
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representants de Qp/Zp et que Ton a : 

l3eA ^ ^ 
(5ez 

comme le montre un petit calcul. On pose 6/3 5 = q j et on se donne un vecteur v de 

la forme I]i=o -^/3,5,i[^p-i/3+p-ij,<55 Z/T (remarquons que A = lJi=o P""^^ + On a 

alors : 

T{v) = E hMi ■ T (a,,,o[( ; ) , Z/1 + ■ ■ ■ + X,,s,P-i[{l ) ' ' 

13,5 

ce qui fait que Tensemble des vecteurs v tels que T{v) G indgpij^g ('^'^ ® 1) ^st en- 
gendre par les translates sous Taction de B des v\ = J2^=o ^i[(^o^p-^^ ^V^] ^^Is que 
T{vx) G indgpj^g ('^'^ ® !)• La formule ([T]) montre que c'est le cas si et seulement si 
^^=0 1 ) ' y^'] ^ ind|piKZ ('^'' ® 1) 6t done si et seulement si Yl^=o + uY G ■ 
ce qui est equivalent aux conditions Yl^Zo ^^-^j = pour tout ^ £ ^ r — 1. □ 

Proposition 4-3. — Soit J = {jo, ■ ■ ■ , jp-i} un ensemble d'elements de Zp tels que 
ji = i mod p pour tout i. Sir = 0, alors T{md^^^'2^1) est engendre par les translates de : 

et si r 1, alors T {m.(]^^]^^^y\n^ k'^) fl indg^j^gl^'' ® 1) engendre par les translates 
sous I' action de B des : 

pour O^i^r — 1 c?es ; 

o« Ao, . . . , Ap_i sont te/s gwe Yl^iZl ^^Aj = pottr tout ^ £ ^ r — 1. 

Demonstration. — Comme indgpij^^l ^st engendree par les translates de [1, 1] sous Taction 
de B, le sous-espace T(indgp|j^2l) ^st engendre par les translates de T([l, 1]) = ( p) [1, 1] + 
YlijeJ (01) [-'-'■'-] montre le premier point. 

Si r ^ 1, alors la formule (1) nous dit que T([l, a;^"*?/*]) = TljeJ (01) t-^' (^i)*^'"] Pour 
i ^ r — 1 et que : 

^ f E ^< ; ) ' = E s i ) , 1/1 + E A„ ( ; ) Y.^-jr {id [i, xi. 

\i=0 / 1=0 i=0 jGJ 
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La condition XliLo ^^-^j — pour tout ^ £ ^ r — 1 implique que J^i^o -^'[(o i) 'V^] — 
X]r=o^ ^^1 6t le lemme S]2] permet alors de conclure. □ 

Demonstration du theoreme A. — Rappelons que Ton a construit au §2 une application 
TTw '■ indgpij^gl'^' ®l)®(x°det) — > ^1{W), determinee par 7rvt'([l, x'*"]) = 6 {oh Ton identifie 
(co'''(S)l)(8)(xodet) a la sous-representation de Sym'"/;;^® (^odet) engendree par x^). Etant 
donne que la representation Q{W) est irreductible, et en vertu des isomorphismes entre 
representations irreductibles fournis par la proposition 14.11 il ne reste plus qu'a montrer 
que Fimage par tt\y de T(indBpj^2l) ® (x ° det) (si r = 0) ou de T{md^f^^2.Sy'nfk'^) ® 
{x o det) n ind|piK;z('^'" ® I) ® {x° det) (si r ^ 1) est nuUe, ce qui suit directement de la 
proposition 14.31 et de la proposition 13.21 □ 
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